Clase 14. Foérmulas de Cauchy

Si f es analitica en un abierto que contiene al disco cerrado definido por la circunferencia
C(p,r), el comportamiento de f en C determina la conducta de f en el interior del disco.

Esto lo escribimos asi

14.1 Foérmula Integral de Cauchy

Sea f(z) una funcién analitica en un disco abierto D y sea C' una curva cerrada simple

orientada positivamente en D. Para cualquier punto a ¢ C', a en el interior de la region

fla) = — /C 1 4,

T 27 Jo (2 —a)

acotada por C' se tiene que

Para la demostracion consideramos la funcion F' definida en el interior de la regién ence-

rrada por C' como

f(z)=f(a)

DALY para z # a
F)=4 =+ P 7

f'(a) en z = a.

Vemos que F' es derivable en todo z, z # a, y que I es continua en el punto a.

Asi F sera analitica en la regién considerada. Luego, fc F(z)dz = 0 y, en consecuencia,

[oge=ra | 2

Usando el teorema de la deformacion y el ejercicio 77 se tiene que /

cZ—a
fla) = — /C 1 g,

" 27 Jo (2 —a)

=21 y asi

Observacion 14.1. Conociendo los valores de f en C'y que f es analitica en la region encerrada

por C, podemos calcular los valores f(a) con a en el interior de la region.

Observacion 14.2. Sia € D, a ¢ C'y a no esta en el interior de la regién entonces es claro
que [, ﬁ(_zi dz = 0.

Observacion 14.3. Si D es un dominio, o si D es un conjunto abierto y convexo, entonces
la funcién F'(z) es derivable en D excepto en el punto a, donde es continua. Es analitica en

D ya que la integral definida por g(z) = f[a B f(w)dw, z € D, donde [a, 2] es el segmento



(parametrizado) de recta que va desde a hasta z, esta bien definida ([a, 2] C D)y dz—(j) = f(2)

Observacion 14.4. Esta férmula de representacién integral también es vélida en cualquier

regién donde se verifique el teorema de Green.

Si pensamos en el punto a como una variable y cambiamos la notacion, re-escribimos la

10 = [ 2 o

T 27 Jo (w—2)

férmula integral en la forma

14.2 Férmula de Cauchy para derivadas

Consideremos una funcién f(z) analitica en una regién arbitraria abierta 2. Para cada
punto a € €2, tomemos una circunferencia C' centrada en a completamente contenida en ).
La férmula de Cauchy es valida y para cada z en la region interior a C' es

10 = o [ A du

T 27 Jo (w— 2)

Suponiendo que en la integral se pueda derivar bajo el signo de integracién se obtiene

oy 1 f(w)
f(z>_%/c(w_z)2dw

que

y en general

f™(z) = 2n_7T'Z /c 7(11} J:(Z}))HH dw.

L n! f(2)
Re-escribimos f™(a) = — / ———dz.
/7 a) 211 Jo (2 — a)nt!
De esta manera, simplemente suponiendo que se puede derivar bajo el signo integral y
aplicando el principio de induccion se tiene la siguiente generalizacién de la formula integral

de Cauchy

Teorema 14.1 (Férmula Integral para derivadas). Sea C' una curva cerrada simple orientada
positivamente y sea f(z) una funcion analitica en un abierto D que contiene a C' y a su region
interior. Si a es cualquier punto en la region interior a C', entonces

f(n)(a)—ﬂé(&dz (n=0,1,2,..))

 2mi z —a)"tl



Teorema 14.2 (Desigualdades de Cauchy). Sea C una circunferencia con centro en a y
radio r. Sea f(z) una funcion analitica en un conjunto abierto D que contiene a C' y a su

region interior. Entonces
Mn!
f (@) < —= (n=0,1,2,...),
r
suponiendo que f es acotada en C y |f(2)] < M en C.

Demostracion : Parametrizamos la circunferencia por z = z(t) = a +re, 0 < t < 27.

Usando la féormula integral para derivadas encontramos que
n!
O] < o / O i < 2 [ S

Mn
— e | el = g (2 )= =

O

Con el siguiente teorema se muestra que las funciones complejas sen z, cosz son no

acotadas, en contraste con las correspondientes funciones reales.

Teorema 14.3 (Liouville). Sea f(z) una funcion analitica en todo el plano complejo C. Si

f es acotada entonces f es constante.

Demostracion : Por ser f acotada en C, existe M > 0 (constante real) tal que |f(z)| < M,
z € C. Para cualquier punto z, z € C, consideramos una circunferencia C' de centro z y radio
r, C' = C(z,r). Como f es analitica particularizando n = 1 en la desigualdad de Cauchy es
| /(2)] < 2. Tomando r — oo, como [ es analitica y acotada en C se sigue cumpliendo la
desigualdad y asi f’(z) = 0. Luego f'(z) =0 Vz € Cy f es constante. O

Una funciéon compleja analitica en todo C se dice funcion entera.

Una aplicacién del teorema de Liouville es

Teorema 14.4 (Teorema Fundamental del Algebra). Sip(z) es un polinomio de gradon > 1

con coeficientes reales o complejos, entonces la ecuacion p(z) = 0 tiene al menos una raiz.

Demostracion : Sea p(z) = ag + a1z + agz® + -+ a,2", a, #0, a, € C (k=0,1,...,n).
Sip(z) #0 V z € C entonces podemos escribir

Q a Ay
p(z):z”(—0+ il+~-~+ 1+an>.
Ak AL z



Para |z| suficientemente grande, es decir, para |z| > r con r real no-negativo r >> 1, se
|ay] |ax| _ |an|

observa que 2n— < |z|", k=0,1,...,n— 1. Luego — < —, k=0,1,...,n — 1 y asi
la, |z|*  2n
ap | @ an-1| _ lan| | |an] |an| _ |an|
. o« o < “ e -_ = —
2" z”—1+ * z 2n+2njL +2n 2
y de
a a Uy a a Uy
D T | 2 ag] | e e
z z z z z
|ay] |ay|
> la,| — = = Pl
> |ay, 5 5
obtenemos que
ag ay Qp—1 ‘CL ‘
() = o |57y e+ T a2

para |z| > r suficientemente grande.
1

p(z)

y de |g(2)| < ‘anfw es lim|.|— |g(2)| = 0. Asi g(2) es acotada en |z| > r.

La funcién g(z) = es analitica en C ya que p(z) #0 Vz € C (y p es analitica en C)
Por ser g continua, ella es acotada en el disco |z| < r. Luego, g es acotada en C y siendo
analitica, por el teorema de Liouville g(z) es constante, al igual que p(z), lo que es una

contradiccién. Asi p(z) = 0 tiene al menos una solucién. O

oz

Ejemplo 14.1. Para calcular / dz, con a € C (orientacién anti-horaria), vemos que

|z[=
la funcién f(z) = e** es analitica en C y por la férmula integral de Cauchy (a = 0)

eY® 2me 2
/|Z| o 1dz- 7 (0) = o

1 Zn—i—l

n!

emz

Ej lo 14.2. Calcule I =
Jemplo alenie /c az? — (1+a?)iz —a
orientada anti-horariamente y —1 < a < 1, a # 0.

dz, siendo C' la circunferencia |z| = 1

Factorizando el denominador, las raices son z; = ai, 22 = £ y az® — (1 + a®)iz —a =
a(z —ai)(z — ).
Como |z| = % > 1, 2o estd por fuera de la regién, mientras que z; estd en la region

interior a C.

La funcién f(z) = -2~ es analitica en la regién encerrada por C'y aplicando la férmula

(z—1%)
de Cauchy (f(a) = ﬁ Jo ﬁ(_zi dz, cambiando a por ai) se tiene que
=t [ e [T,
aJe(z—ai)(z—17) alo (z—ai)

mai mat

1 1
= —2mif(ai) = —2mi e, - =
a

a ai—Lt a?2-1"
a




Ejemplo 14.3. Sea f(z) una funcién entera que satisface |f(z)| < k|z|?, k > 0 (real) para
todo z € C. Pruebe que f(z) es un polinomio homogeneo de segundo grado.

Demostremos que f”(z) = 0 para todo z € C.

Para cualquier z € C, consideramos la circunferencia C(z, R), definida por |w — z| =

y parametrizada por w(t) = z + Re', 0 < t < 27. Usando la férmula de Cauchy es f"(z) =

i/c(f(w) dw. Asi

2mi w—z)*
2 27 k 2
< g [ <2 [T el

Usando la desigualdad |w| — |z| < |w —z|=Res |w| <|z|+ Ry

|f”/(2)‘ < %/OW(|Z|+R)2dw (|Z|‘|‘R) R

R T R4
(2P 202 1
_6<R3+R2+R .

Como f es entera podemos tomar R — ooy asi f”(z) = 0, z € C. La funcién g(z) = f"(z)
satisface entonces ¢'(z) = 0, por lo cual g es constante, es decir, f”(z) = a (a constante
compleja). Escribimos f(z) = az? + bz + d.

Note que f(0) =0 ya que |f(2)] < k|z|?. Por otra parte, f(0) = d, asi que d = 0.

También f'(0) =0

0= tig H=E0 — i £
por lo que
| FE)| g R g 2P
o< 170 =iy |77 = i T < iy B <o

Por lo tanto |f'(0)] =0y f'(0) =
Por ser f(z) = az® + bz, f'(z) = 2az + by, en consecuencia, b = 0. Asi f(z) = az? es un

polinomio homogeneo de segundo grado.
Observacion 14.5. Como f(0) =0y f'(0) = 0, considerando la funcién

2 g z4£0

22

fHQ(O) en z =0,

p(2) =

vemos que ¢(z) es analitica en C y acotada. Aplicando el teorema de Liouville es ¢(z)

constante. Asf f(z = Ay f(z) = A2



Clase 15. Series de Potencias

Una serie infinita de la forma

o
ch(z—zo)":co—i-cl(z—z0)+-~-+cn(z—zo)”+~-~
n=0
donde zg, ¢, (n = 0,1,2,...) son nimeros complejos y z denota una variable compleja se
llamard una serie (de potencias) en potencias de (z — zp). Los ntmeros ¢, (n = 0,1,2,...)
son los coeficientes de la serie de potencias. A veces diremos serie de potencias en un entorno
de zy (o centrada en zp).
Estas series de potencias se pueden llevar a la expresién (numérica) conocida Y >~ | z,,
escribiendo 2z, = cp_1(z — 20)F 1, k= 1,2,3,....
El siguiente teorema mostrara que el conjunto de todos los 2z en los cuales la serie de
potencias Y - ¢, (2 — zp)" converge absolutamente es el plano complejo C ¢ el interior de

un circulo centrado en zy ¢ el inico punto 2.

o0

Teorema 15.1. Cada serie de potencias ch (2 — 29)" tiene un radio de convergencia
n=0

R tal que si 0 < R < o0, la serie converge absolutamente en |z — zy| < R y diverge en

|z — 20| > R; cuando R =0, la serie converge sélo en z = zy y si R = +00, la serie converge

(absolutamente) para todo z € C. El nimero real R estd dado por

1
R=——
limy, o 4/ Cnl

suponiendo que existe este limite.

Definicién 15.1. Cuando 0 < R < oo, el circulo {z : |z — 29| < R} se dice el circulo de
convergencia (de la serie). En la frontera {z : |z — 29| = R} puede converger en algunos

puntos y diverger en otros.

Definicién 15.2. Si la serie Y, ¢,(z — 2p)" converge a f(z) para cada punto z € D C C,

diremos que la serie representa la funcién f en D y escribimos f(z) = ) ¢, (2 — 20)".

n=0

Escribiremos los tres siguientes teoremas sin demostracion.



Teorema 15.2 (Taylor). Sea f(z) una funcion analitica en el disco D = {z € C : |z—2z| <

R}. Entonces para cada z € D se cumple que
— /" (20) n
f(2) :ZT(Z—ZO) :
n=0

Es decir, la serie converge al valor de f(z) para todo z € D.

Definicién 15.3. Esta serie es la serie de Taylor de f(z) en un entorno del punto zy. Si

zp = 0 se obtiene la serie (de MacLaurin)

X fn)
=3 0

n.

n=0
Teorema 15.3. Una serie de potencias representa una funcion continua en cada punto
interior al disco de convergencia, es decir, la serie Y ¢, (2 — 20)" representa una funcion
continua f(z) para cada z en el disco de convergencia {z € C : |z— 2| < R}, siendo R # 0

el radio de convergencia de la serie.

Ademés, en el disco (circulo) de convergencia una serie de potencias puede ser integrada

o derivada término a término y representa una funcién analitica.

Teorema 15.4. Si f(2) = ¢, (2 — 2)" en |z — z| < R entonces

o)
=0

a) /Z fw)dw = ch /Z(w — 20)"dw = Z nc—i—n 1(2 — o)™t
20 n—0 20

n

b) f es analitica en cada punto interior al disco de convergencia.
c) f'(z) =D  neu(z— 20)" ! en |z — 2| < R.

Se puede probar entonces que la representacién de una funcién analitica por medio de
una serie de potencias en un entorno de un punto es tnica y es precisamente la serie de

Taylor.

Teorema 15.5. Si la serie Y~ ¢, (2 — 20)" converge a f(z) en el disco D = {z € C

|z — 20| < R} entonces esta serie es la serie de Taylor de f alrededor de z.

Demostracion : La prueba consiste en derivar la expresion

f(z):ch(z—zo)":co+cl(z—Zo)+-~-+cn(z—zo)"+~-~

n=0



término a término y evaluar en el punto z = zy. Asi por ejemplo

f,(z) =+ 262(2 — Zo) + 363(2 — 20)2 4+t ncn(z _ Zo)n—l 4.
1/ (20) = 1, es decir, ¢; = f'(z0).
F2)=2e+3 22— 2) + - +n(n — Dea(z — 20)" 2+ - -

f"(%0)
2 Y

I"(20) = 2¢3, es decir, ¢y =
y asl sucesivamente. O

Escribimos la serie de Taylor de algunas funciones elementales.

= 1
i "= < 1.
i) Zz 1_Zen|z|

n=0
) cosz = Y (-1 2
iii) cosz = -1)"——, z € C.
'7
— (2n)!
i Z2n+1
iv) senz= ) (-1)"—,2€C
— (2n +1)!
) o=y
v) coshz = ——, 2€C.
'7
“— (2n)!
) i Z2n+1
vi) senh z = —— z€C.
“ (2n + 1)!
2 3 4
vii) Log(1+ 2) :z—%+%—%+~-~, en |z| < 1.

15.1 Series de Laurent

Consideremos una serie de potencias Y~ b,w™ convergente en |w| < r con r > 0. Si
by

(z — 2)"

es convergente en |z — z| > .

o
sustituimos w por z—1207 la serie resultante g

n=0



Llamando r; = %, esta serie converge entonces en la regién exterior al disco {z € C

|z — 20| <7} En esta regién, ella representa una funcién ¢(z) analitica, asi que
— b
g(z) = 27" en |z — zo| > 1.

n=0 (Z o Zo)n

Supongamos ahora que la serie de potencias ) a, (2 — 29)" converge en {z € C

|z — 29| < 19, r9 > 0}, representando alli a una funcién h(z) analitica,

h(z) = Zan (z—20)", |z— 20| <ra.
n=0

Si r; < re, la funcién f(z) definida por f(z) = g(z) + h(z) es analitica en la regién

interseccién, es decir, en el anillo D = {z € C : r; < |z — 29| < ra}. Asi se tiene que

o (o]
b
f(z) = Zﬁ —I—Zan (z—20)" enry <|z— 2| <ro.
n=0 < 0 n=0
Con las sustituciones b, = a_,, n = 1,2, ...y cambiando la constante (ag + by) y en su

lugar escribiendo ag, podemos expresar la suma de las dos series anteriores asi

o0

f(Z): Z an(z—zo)", 7’1<|Z—ZQ|<’I“2.

n=—oo

Definicién 15.4. Diremos que la serie Z a, (z — 29)" es la serie de Laurent de la funcién

n=—oo

fyqueelanilloD={z€C : r <|z— 2| <ra} es suregién de convergencia.
Podemos asi escribir

Teorema 15.6. Una serie de la forma D )" a, (z — z)" representa una funcion analitica

en el anillo D = {2z € C : ry < |z — 2| < 1o}, donde ry es el radio de convergencia de la

. [es) a—n . . . 00 n
serie y > Gy Y 2 es el radio de convergencia de la serie Yoo n (2 — 20)".

El siguiente teorema (de Laurent) es esencialmente el reciproco del teorema anterior y es

una generalizaciion del teorema de Taylor.

Teorema 15.7 (Laurent). Sea f una funcion analitica en el anillo D = {z € C : r; <

|z — 20| < 79, 71 <12}. Para cada z € D se tiene que f(z) = Z a, (z — 29)", donde

n=—oo

Wl [ W)

_27'('7, Cmdw, n:O,:lzl,:lz2,



y C es cualquier curva simple cerrada en D que contiene a zy en su region interior. La

integral sobre C' es en el sentido positivo.

Observacion 15.1. Para ver que la serie de Laurent es una generalizacién de la serie de Taylor,
suponemos que la funcién f(z) es analitica en todo el disco D; = {z € C : |z — 2| < 72}
Entonces todas las funciones f(w)(w — 29)"™' (n = 0,41,42,...) son analitica en D; y
asl a_1,a_o,a_s,... son todos nulos y la serie que resulta es la serie de Taylor de f ya que

de
! fw

(n) —nlag, = —
f (ZO) n:an oI c (’LU _ Zo)n—i-l

se obtiene que

(n)

Fz) _ i/ _J®) e, m=0.41,49,
n! 2710 Jo (w — z9)"H!

Observacion 15.2. Para el anillo de convergencia D = {z € C : r; < |z — 2| < 1o} de la

serie de Laurent de f existen dos casos extremos

a) Sir; — 0entonces D ={z€ C : 0 <|z— 2z < ra}, es decir, el disco abierto de radio

r9 sin el centro.

b) Siry — oo entonces D = {z € C : r; < |z — 2|}, es decir, la regién exterior al disco

de radio r; y centro zj.

Observacion 15.3. Las propiedades que se refieren a series de potencias se extienden a las

o
n=—oo

series de la forma ) ¢n (2 — 20)". En particular, las series de Laurent se pueden derivar

e integrar término a término en el anillo de convergencia, ademés de la unicidad.

Observacion 15.4. Las series de la forma Y 2 ja, (2 — 20)" y D oo Cn (2 — 20)" se pueden
sumar, restar (término a término) y multiplicar en sus regiones comunes (interseccion).

Si se dividen dos series de potencias o dos series de tipo Laurent, se obtiene otra serie (de
potencias o de tipo Laurent, dependiendo de las series) en la regién comun (interseccién).
Asi, por ejemplo, si f(z) = >0 _a,(z—20)" en Dy : 1 < |z — 2| <rgysigz) =
S ba(z—20)"en Dy: Ry < |z — 29| < Ry, con Dy N'Dy =D # (), entonces

n=—oo

a) El producto f(2)g(z) =>°7 ¢, (2 —20)" en D, con

n=—oo

Co= Y agbog, n=0,%1£2 ..

k=—o00

10



b) Para g(z) # 0 en D, existe una serie » .. ¢, (2 — 29)" y nimeros reales r; < 75 tales

que
) < n
= (2 —20)" enr <|z— 2| <o
9(z) n:z_oo
Ejemplo 15.1. Halle la funcién a la cual converge la serie Z n?z" y el circulo de conver-
n=1
gencia.
Solucion. Partiendo de la serie geométrica
= n 2 n 1
Zz =l+z4+2"+--+=z +---:1— en |z] <1
n=0 —F
y derivando término a término
- n—1 n—1 1
an =1+4+22+--4n"'+...=——— enlz <1
= (1—2)?

Multiplicando por z,

an = a2 es decir, an )2 en |z] < 1.

Derivando de nuevo

d z
2 _n—1 2 2.2 2 _n—1 _
Zn —1+22+3Z—|— -+ n°z +—%|:m:|
3
Zn2 n-l 7'23 en |z| < 1.
z)

Multiplicando por z sera

-3
Znin—iz) en |z] <1
—Z)

-3
anz" = 217? en |z| < 1.
n=1 ( _Z)

Ejemplo 15.2. Hallar la serie de Taylor de la funcién f(z) = en un entorno de z = 0

1+ 2z
y encontrar su radio de convergencia (de la serie).

11



z 1

z
Solucion. KEscribi = == .
olucion. FEscribimos f(z) D) 142
Usando la serie geométrica Y ° 2" = 1= en |z| < 1 se tiene que Y ° ((=1)"2" = 1=
en |z| <1y asi
Lo (2) el < Lyaane|Z] = e
= — . en |z a que |—| = |z|.
1+2 & i Yo ane s
Luego
> 0 nzn 0 nzn-i-l
F) =23 =i en el <1
n=0 n=0
L tencias d
—————— en potencias de
23242 P

Ejemplo 15.3. Halle la serie de Laurent de la funcién f(z) =

(z—2) en

a) el disco pinchado 0 < |z — 2| < 1.

b) la regién |z — 2| > 1.

. De la serie geométrica se obtiene que Z(—l)"(z -

Solucion.
1 1
a) Escribimosz_1:1+(z_2)
1 n=0
LR S — 92l < 1.
A s R
Luego, si 0 < |z — 2| < 1 es
1 1 1 «
- = —1)" (2 —2)"
= n n—1 1
=> (-)z—2)"" = —14(z-2)—
—~ z—2
= Sy ey
n=-—1
b) Si|z—2| > 1es 15 < 1. Asf
(A 1
(z—2)—0—1_(z—2)(1+ﬁ).

12



Desarrollando por serie geométrica (ya que }Z—iz‘ <1)es

1 1 « I \" 1
— —1)" = 1)t
z—1 2—2;( ) (z—Z) nz:%( )(2—2)7”rl
Luego,
= 1

13



Clase 16. Singularidades y Residuos

Un punto zj se dice punto singular (o singularidad) de la funcién f(z) si f no es derivable
en zp pero cada entorno de z; contiene al menos un punto z; en el cual f es analitica, es
decir, f es analitica en cierto entorno reducido de z;.

Se dice que zg es un punto singular aislado (singularidad aislada) de f si f no es derivable
en zp pero existe un entorno reducido de zy en donde f es analitica, es decir, f es analitica

en N'(zp,¢) ={2€C : 0<|z— 2| <e¢ e>0}.

Ejemplo 16.1. La funcién f(z) =

z9 = —i. Ambos puntos son singularidades aisladas de f.

ﬁ es analitica en C excepto en los puntos z; = 1,

Ejemplo 16.2. La funcién g(z) = Wl(l) tiene un nimero infinito de singularidades aisladas.
Estas son z = %, k=+1,£2,....
El punto z = 0 es un punto singular pero no es aislado ya que todo entorno de z = 0

contiene un nimero infinito de puntos singulares.

16.1 Clasificacién de Singularidades

Supongamos que zp es un punto singular aislado de la funcién f y que z; es el punto
singular de f mas préximo a zg. Sea r la distancia entre ellos. Como f es analitica en el
anillo D ={z € C : 0 < |z — 2| < r}, usando el teorema de Laurent se obtiene que

o)

f(z) = Z a,(z—2)" VzeD,

n=—oo

donde
1 f(2)

n

Definicién 16.1. La parte principal de f en el punto singular aislado 2, es aquella parte de

la serie que envuelve las potencias negativas de (z — zp), es decir

—1
n_ 41 a-2 T T
Zan(z %) _Z—zo+(z—z0)2+ +(z_20)m+

n=—oo
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y el coeficiente importante es a_q, al cual llamaremos el residuo de f en zy y escribiremos

Res(/.0) = a1 = 5 | f(w

Aparecen 3 tipos de puntos singulares aislados estudiando la parte principal de la serie:

Singularidad Removible Supongamos que todos los coeficientes correspondientes a po-

tgoncias negativas valen cero, es decir, a, =0 Vn = —1,—2,..., entonces

Zan (z—20)" (2 # 2).

n=0

Definiendo (o redefiniendo) f(zy) como ag = lim,_,,, f(z) se tiene que f es analitica.
Una singularidad de este tipo se dice removible.

Ejemplo 16.3. La funcién g(z) definida por

240
3 z=0

9(2) =

tiene una serie de potencias para |z| > 0 dada por

Como lim,_,4 g(2) = 3, podemos remover la singularidad en z = 0 para asi obtener una
5

Z','3 z
funcién entera f(z) = g(z) si z # 0y f(0) = lim,_ % =1.

Singularidad Esencial En la parte principal, un ntimero infinito de los a_,,, n = 1,2,. ..

son diferentes de cero. En este caso se dice que zy es un punto singular esencial.

Ejemplo 16.4. La funcién f(z) = ez para |z| > 0 tiene una serie de Laurent dada por
1 11 11 11

_1 - - .3 -
f(2) + - —1-222—1—3'124— +n!2n+

As z = 0 es una singularidad esencial.

Polo En la parte principal todos los a_, valen cero, excepto un ntumero finito de ellos.
Supongamos que a_,, # 0 y que a; = 0 para todo k < —m. En este caso se dice que
zp es un polo de orden m (multiplicidad) de la funcién f. La serie de Laurent toma la
forma

a
f(2) =a_m(z—20) " +a_mp1(z—20) "+ —i—ﬁjLZ an(z—20)" (a—m #0).
-0 n=0

En particular, si m = 1 se hablara de un polo simple.

15



Ejemplo 16.5. La funcién f(z) = 252 para |z| > 0 tiene una serie de Laurent

23
1 1 11
f(Z)_—2—§+g—2+

Asi z = 0 es un polo de orden 2.

Podemos caracterizar los polos de las funciones de acuerdo al siguiente teorema.

Teorema 16.1. Sea f(z) analitica en un entorno del punto zy, excepto en dicho punto.

Entonces f tiene un polo de orden m, m € N, si y sdlo si la funcion \(z) dada por

Az) = (2= 2)"f(2)
tiene una singularidad removible en zy y lim,_,,, A(z) # 0.

Demostracion : Si f tiene un polo de orden m entonces
f(z) =am(z—20)"" +amy1(z — Zo)_mH +or T+ Zan(z — 29)",

con a_p, # 0.

Multiplicando por (z — z)™ se obtiene

(2= 20)"f(2) = G + Qg1 (2 — 20) + - -+ a_1(z — 20)™ ' + Z an(z — 20)"T" (2 # 20),

n=0

es decir

M2) =G+ a1 (2 — 20) + - Fa_i(z—2)" + Z an(z = 29)"™™  (para z # z).

n=0

Asi A(z) tiene una singularidad removible en z = 25 y lim,_.,, A(2) = a_,, # 0.

Reciprocamente, supongamos que se cumple la condicién en A\(z) = (z — 29)" f(2). Co-
mo A(z) tiene una singularidad removible, su serie de Laurent en un entorno de z tiene

coeficientes c_,, iguales a cero (n =1,2,3,...). Luego,
(2= 20)"f(2) = A(z) = Y ealz — 20)"
n=0
Asi

F(2)= (2= 20) "A2) = Y ealz = 20)

Co C1 Cm—1 = k—m
= + +r T tCn+ cxlz — 2o .
(z—z0)™ (22— 29)m ! (z — 20) k:Zm:H ( )
Como ¢g = lim,_,,, A(2) # 0, vemos que f tiene un polo de orden m en z. O

16



16.2 Ceros (Raices)

Si la funcién f(z) es analitica en un dominio D y el punto 2y estd en D entonces para

cada disco {z € D : |z — 29| < R} (contenido en D) es valida la serie de Taylor

> (")ZO " & N
f(z):Zf (' )(z—zo) :Zan(z—zo) )

n=0 n
Siay=a;="---=ay,_1=0ysia, # 0 entonces
f(Z) = am(z — Z(])m + CLm+1(Z — Zo)m+1 I —— Z Gy, (Z — Zo)n .

Podemos escribir que

f(2) = (2 = 20)" [am + ams1(z = 20) + amaa(z — 20)° + -]
= (2 — 29)"A(2).
Se dird en este caso que f tiene un cero de orden (multiplicidad) m en z = z,. Luego,

Teorema 16.2. zy es un cero de orden m de una funcion analitica f(z) si y solo si f(z) =

(z — 20)"\(z), donde A\(z) es una funcion analitica en un entorno de zy y A(zo) # 0.
También, por el teorema 16.1, tenemos

Teorema 16.3. El punto zy es un polo de orden m de f(z) si y sdlo si

fz) = —

(Z . Zo)mk(z%

para alguna funcion \(z) analitica en un entorno de zy y \(zp) # 0.

Observacion 16.1. Si f es analitica en un entorno de zg, f Z 0y zg es un cero de f entonces
existe un entorno reducido de zy que no contiene otros ceros de f. En otras palabras, los
ceros de f son aislados.
Escribiendo f(z) = (z—20)"A(2), A analitica y A\(zg) # 0, es A continua en un entorno de
|A(z0)]

2p. Luego, para k = =500 existe un entorno N (zg, 8) de 29, N (20,0) = {2 € C : [z2—2] < 0},

tal que |A(2) — A(z0)| < k, 2 € N(20,9). Asi
A=) = [A(z0) = (A(20) = A(2))| = |A(20)| = IA(2) = Alz0) > 2k =k =k

para z € N(29,9) y A(z) # 0 en N (20, 9).
Luego, N(29,0) = {z € C : 0 < |z — 2| < §} es un entorno reducido de z, donde

F(2) = (2 = 20)™A() # 0.

17



Observacidon 16.2. Si z = zy es un polo de orden m de la funcién f(z) entonces |f(z)| — oo
cuando z — 2.

Se tiene f(z) = (2 — 20) ™ A(2), A(20) # 0 y A(z) analitica en un entorno de z;. Como
A es continua en zy, existe un entorno de zg, N (z0,0) = {z € C : |z — 2| < 4} tal que
IA(2)| > 3|A(20)], 2 € N(20,0). Luego, para z € N(20,9) es

1
[f(2)] =12 = 2[T"AR)] > SIA(20)[ |2 = 20|,

de donde lim, ., | f(2)| = +o0.

16.3 Residuos

Sea zp un punto singular aislado de la funcién f. Sean z; la singularidad de f mas préxima
a zg y R la distancia entre ellos. Asi f es analiticaen el anilloD = {z € C : 0 < |z—2z| < R}
y por el teorema de Laurent se tiene

o)

n 1 f(2)
f(Z):Zan(Z—Zo),ZED 3 an:%/;mdz

n=—oo

donde tomamos C' la circunferencia C(zg,7) de centro zy y radio 0 < r < R.

Definicién 16.2. El coeficiente a_; = ﬁ fc f(2) dz es llamado el residuo de f en z y se
denota por Res(f(2), 2o).

El siguiente teorema de Cauchy es muy importante.

Teorema 16.4 (Residuos). Sea C' una curva simple cerrada orientada positivamente y sea
D un conjunto abierto que contiene a C' y a su region interior. Si f es analitica en D, excepto
(a lo sumo) en un nimero finito de puntos singulares zi, zo, ..., zn contenidos en la region

interior definida por C' entonces

/Cf(z) dz = QWiZRes(f(z),zn).

Demostracion : Aplicamos el teorema de la deformacién con circunferencias C,Cy, ..., Cy
centradas en los puntos zi, 2o, ..., zy respectivamente y de radios suficientemente pequeos
(ver figura 2) de manera que estén contenidas en la regién interior a C' y no se corten. Todas

con la misma orientacion de C.

18



Figura 1: Aplicando el teorema de la deformacién para obtener el teorema de los residuos.

N
Se tiene que / f(z) dz = Z f(z) dz y asi
¢ n=17Cn

Aj@ﬁbz}j%ﬂ%ﬂﬂ@@@:QME:MMﬂQJJ

1
yaqueRes(f(z),z,-):—,/ f(z)dz,i=1,2,...,N. O
21 Je,
Podemos calcular el residuo de una funcién f en un polo zy de orden m con facilidad.

Teorema 16.5. Sea f una funcion analitica en un entorno reducido de zy. St 2y es un polo

de orden m de f(z) entonces

Res[f(2), 7] = —— Tim o (2 — z0)™ f(2)) .

(m —1)! 2=z dzm—1

Demostracion : Por tener f un polo de orden m en zj es

f(2)=a m(z—2)"" 4+ +a1(z—2)" + Z an (2 —20)"  (a_m #0).

(z—20)"f(2) =a_pm+--+a_1(z—2)""" + Z an(z — 29)" ™.

n=0
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Derivando (m — 1) veces para obtener a_; es

dm—l

] ((z—=20)"f(2)) = (m — 1)la_; + suma de términos con potencias de (z — ).
ZmT

Tomando limite a ambos lados:

m—1

((z = 20)" f(2)) = (m — 1) Res(f(2), 2)

es decir,  Res(f(2), 2) = ﬁ lim % (2 = 20" f(2).

lim
z—zo dzm—1

En particular, si zy es un polo simple (m = 1) serd Res[f(z), 20] = lim [(z — 20) f(2)].

z—20

En la préctica el siguiente resultado es importante.

Teorema 16.6. Consideremos dos funciones analiticas p(z),q(z) es un entorno de zy con
p(z0) # 0. Sea f(z) = %. Entonces:

a) f(z) tiene un polo de orden m en zy si y sdlo si zy es un cero de q(z) de orden m.

b) Sizy es un polo simple de f (cero de q(z) de multiplicidad 1) entonces

Res(f(2),20) =

c) Sizy es un polo doble (m =2) de f entonces

2p'(20)  2p(20)q" (20)

Res[f(2), 20] = q" () 3 [q"(20)]?

Demostracion :  a) Si zp es un cero de ¢(z) de orden m, podemos escribir ¢(z) = (z —

20)™A(2) con A(zp) # 0 y A(z) analitica en un entorno de zy. Luego,

p(2) p(2)
1) = = T
p(2)

Esta funcién % es analitica en un entorno de zp ya que A(zp) # 0.
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Calculando el limite

[ —20)" f(z :me:p(zo)
Jlim (2 = 20)"f(2)] = lim 35 = S5 #0

y f(z) tiene un polo de orden m en z.

Reciprocamente, si f(z) = ‘;% tiene en zg un polo de orden m se tiene que

p(2) A(2)
q(2) (2 —2)™

con A(zp) # 0 y A(z) analitica en un entorno de zp. Escribimos

) = (-0 |25,

Esta funcion % es analitica en un entorno de zy ya que A(zp) # 0. Como Z;\EZO; #0
20
entonces ¢(z) tiene en zy un cero de orden m.
b) Por ser z, cero simple de ¢(z), podemos escribir
2 / ¢" () 2
q(z) =c1(z— 20) + 2z — 20)° + - = ¢'(20) (2 — 20) + 5 (z—20)" 4+,
con ¢; = ¢'(z) # 0. Asi lim a(z) = ¢'(2p). Luego
z—z0 2 — 20
Res(f () ] = im (= — 20)£(2)] = lim E—20PC)
z—20 Z—20 q(z)
_ p(20) _ p(20)
lfm ( a() ) 7' (20)
Z—20 z2—20
¢) Se deja como ejercicio.
]

Definicién 16.3. Se dice que la funcién f(z) es meromorfa en el dominio D si f es analitica

en D excepto en un numero finito de puntos, en los cuales tiene polos.

sen 2z

Ejemplo 16.6. Considere la funcién f(z) = perp—t
23(z —

a) Obtenga 4 términos de la serie de Laurent de f en potencias de z.
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b) Calcular / oen

ﬁ dz, si C es la circunferencia |z| = 2 recorrida en sentido positivo.
c R\% —

a) Escribiendo el desarrollo de Taylor de senz (en C) es

2 2B

o0
Usando la serie geométrica E 2" = . en |z] < 1es

n=0

—Z

1 1 =
=— :—Zz":—(1+z+z2+z3+~-~].

Luego,

b) En z = 0 hay un polo de orden 2 y

Res[f,0] = c_; = —1.

También

Res[f, 1] = ll_I)I} [(z - 1)

sen z . senz
— | =lim —— =senl.
23(z —1) 21 2

Como z; = 0y 22 = 1 son los puntos singulares de f, serd

/cf(Z) dz = 27i[Res(0) 4+ Res(1)] = 27i[sen 1 — 1].
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2 imz

ze
Ejemplo 16.7. Calcule / —————dz si C es la circunferencia |z — bi| = b, b > 0y m es
o (224 0?)?
un numero real.

Los polos de f(z) = % son z; = bi y 2o = —bi. Adentro, en la regién encerrada por
C, solo esta z1, que es el centro de la circunferencia. z; es un polo de orden 2, calculando el

residuo de f en z; serd

Res[f(2), bi] — lim - {Zzi}

z—bi dz (Z + bZ)2
N L2],tmz —mb o
— lim 2[z(z + bi) 2 le _e (1- mb)‘
2—bi (z + bi)? 4ib

Asi,
7(1 — mb)e ™
2b '

/ f(z)dz = 2miRes(f, bi) =
C

(1 —e*)senz

Ejemplo 16.8.  a) Clasifique los puntos singulares de la funcién f(z2) = ~—; RSy
24z

b) Hallar los residuos de f en cada uno de sus puntos singulares.

¢) Calcule [, f(z)dz, siendo C la circunferencia dada por |z| = 3 en sentido positivo.

a) Escribimos

1—ez_1 1 1+ +z2+z3+
2z i 21 3l

I T
Ademas sabemos que
SR :i(—l)”z”:1—2+z2—z3+
z+1 14z —~

en |z] < 1.
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Asi f(z) en potencias de z (entorno de z = 0) se escribe

- (5) 2 (1) 1

con \(0) = —1 # 0. Asi, f(z) tiene un polo de orden 2 en z = 0. También, calculando

su serie de Laurent es

1 1 1 1 1
f(z):;[(—l—iz—§z2—~-~) <1—§z2+§z4—-~->(1—z+z2—z3+~-~)
S SRR DR SR 6
22 : 22 2z

b) Asi f(z) tiene en z = 0 un polo de orden 2 y Res[f,0] = 3.
Las funciones 1_76 y % son analiticas!, por lo que f tiene sélo 2 polos: en z = 0, polo

doble y en z = —1, polo simple. Calculamos,

Res[f, —1] = lim (1—¢)senz

z——1 24

Res[f, —1] = (1 - e) sen(1).

e

= (1 —e Ysen(—1)

c) En el interior de |z| = % s6lo estd el polo z = 0, luego

/ f(2)dz = 2miRes[f,0] = 27TZE = Ti.
c 2

len realidad, estas funciones no son analitica pero sélo tienen singularidades removibles (ambas en z = 0).

Asi, ambas funciones pueden ser re-definidas analiticamente. Es una préctica muy frecuente el reemplazar
(automaticamente) las funciones con sélo singularidades removibles por sus funciones redefinidas analitica-

mente.
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Clase 17. Aplicaciones

El célculo de residuos se puede usar en la evaluacion de algunos tipos de integrales reales:

trigonométricas e impropias.

17.1 Integrales Trigonométricas

27
Consideremos una integral de la forma I = / g(senf, cos ) df, donde g es una funcién
0

racional de sen f y cos § que es acotada en el rango de integracion. Con la sustitucién z = e

0 —i0
y una aplicacion del Teorema de los Residuos, se puede evaluar I. De senf = % y
620 + 6_“9 . 1 1 1
cost = —y e obtiene sen 6 = 5 ( ) y cost = 5 ( ;). Luego,
21 241 d
senf = = — cos@zz_l_ , d9:_—z, |z| =1
12 2z 1z

y asi

22—1 22 +1 dz
I =

donde C' es la circunferencia C'(0,1) (recorrida en sentido anti-horario) y f es una funcién

racional acotada en el rango de integracion. Por el teorema de los residuos,

N
Isz’ZRes[f(z) z
n=1

siendo 21, z2,...,2x los polos de f(z) que se encuentran en la regién interior del circulo

unitario |z| < 1.
17.2 Integrales Impropias

Evaluaremos integrales del tipo [~ f(z)dz, [T f(z) cos(mz) dz, [7° f(x)sen(ma) dz

para cierta clase de funciones f.
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Definicién 17.1. Sea p un numero real. Se dice que la funcion f es del orden de Zi,, (escri-

biremos f(z) = O(%)) si existe una constante real k > 0 tal que |f(2) cuando |z| es

|—||p

suficientemente grande (es decir, cuando |z| > M para alguna constante real M > 0).

Ejemplo 17.1. La funcién f definida por f ( ) = 2123 ge puede escribir como f(z) =

( ) ) | 325422249
1 —|— - |z\ 1 —|— S -5

asi — 2 = eg decir, |f(2)] < 25 cuando |z| es suficien-
temente grande Luego, f(z) = (9(213)

Teorema 17.1. Sea f(z) una funcén meromorfa en el semiplano superior complejo y con-

tinua en el eje real. Si f(z) = O(%) conp > 1 entonces

/_oo F(o)de = 2mi Y Res[f(2), 2

donde 2y, zs, ..., zn representan los polos de f(z) que estin en el semiplano superior com-

plejo.

Demostracion : Denotaremos con Cg la semicircunferencia superior |z| = R, z(6) = Re®,
0 <0 < 7. Llamemos C la curva cerrada simple formada por Cr y el intervalo real [—R, R].
Tomando R suficientemente grande (de modo que los polos de f en el semiplano superior

queden todos en la regién encerrada por C') tenemos, gracias al teorema de los residuos,

/_Rf(x)dx+ i f(z)dz =2mi ) Res[f(2), 2.

n=1
Ahora probaremos que I%im f(z)dz = 0.
En efecto, "
s < [ elals [ = [ g
Cr Cr ER or RP
k k km
= o | dz| = —7TR = oo

Como p > 1, es limp—oo [, f(2)dz =0y asi [° f(x)dw = 2mi SV Res[f(2),z.]. O

Las integrales del tipo [*° f(x)cos(mz)dz y [*2 f(x)sen(mz)dz se evaluardn usando

la integral de la forma [*° f(x)e™ da ya que de ¢ = cos(mx) +i sen(mx) bastarfa tomar
la parte real y la parte imaginaria de esta tltima integral.

En la demostracién del siguiente teorema usaremos dos resultados sencillos:
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Figura 2: Todas las singularidades del semiplano superior quedan encerradas por C.

a) Desigualdad de Jordan.

Estudiando las funciones reales h(z) = § senx, g(x) = x en el intervalo real 0 <z <

se obtiene que h(z) > g(z) (dibuje las gréaficas). Asi, # < Zsenfy 2 < 528 <1 de
donde sigue la desigualdad de Jordan

2—9§sen9§9 enogﬁz.
™ 2

b) La integral real [ e™*™?df (m € R) la escribimos como

T % T
/ 6msene dg = / emsen@ dé + / 6msene de.
0 0 %

Usando la sustitucion 8 = © — ¢ obtenemos

™ 0 %
/ emsen@ do = _/ 6mser1(7r—t) dt = / 6msent dt.
s z 0

2 2

/ emsen@ do = 2/ emsen@ de.
0 0

Teorema 17.2. Consideremos la funcion f(z) meromorfa en el semiplano superior tal que

Luego,

f(z) = O(%), conp > 0. Entonces para cada nimero real m > 0 es

lim e f(z)dz =0,

R—o0 Cr
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donde Cr es la semicircunferencia superior dada por |z| = R, z(t) = Re™, 0 <t < .

Demostracion : Para z en Cg, z(t) = Re" = R(cost + isent). Asi

imz | imR(cos t+isent) | _ |,—mRsent | | 6imR cost |

"] = |e e

— 6—mR sent.

Como f(z) = O(Zip), con p > 0, existen constantes reales positivas k y M tales que para

|z| > M es |f(2)] < . Tomando R suficientemente grande (R > M) se cumple que para z

|z[P”

[?MWMMAmﬂ

[ emoseenmictat) < [Mlemolieeina
0 0

k: " —mRsent 2]{: % —mRsent
Sﬁ i e Rdt—Rp_lfo e dt.

De la desigualdad de Jordan es —sent < —%, sustituyendo quedaria

2k /2 e—mRsent dt < 2k /2 6_(@)t dt = mk (1 o e—mR)‘
0 0

R = Rt mRP
Luego, como m > 0y p > 0 concluimos que P%im e f(z)dz = 0. O
—00 Cr

Teorema 17.3. Sea f(z) una funcion meromorfa en el semiplano superior y continua en el

eje real. Si f(z) = O(Z) con p > 0 entonces para cada nimero real m > 0 es

o N
/_ fla)e™ dw = 2wy Res[f(2)e™, 2,

donde z1, zo, . .., zy denotan los polos de f(z) que estdn en el semiplano superior.

Con el teoremal7.2, la prueba es similar a la del teoremal7.1, usando la curva cerrada
C =|-R,R|UCk.

) 2w do
Ejemplo 17.2. Calcular I = et
o 2—senf
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Solucion. Usando las formulas adecuadas

d 21
z=¢e" |z =1, d@z_—z, senf = - ,
1z 212
se obtiene que
5 o diz — 22 +1 de 2dz
—senf) = ———— = .
2iz V9 senf  diz— 2241

Luego,

1_/ m__z/ o de
n ‘2‘2122—47;2—1_ |Z|:1Z2—4Z.Z—1.

Factorizando es 22 — 4iz — 1 = (z — 2,)(2 — ), con 2z = (2 — V3)i y 2, = (2 +/3)i. El
punto zo estd afuera y z; estd adentro, en la regién encerrada por |z| = 1.

Calculamos

= lm (2—2z : = lim —
Res[f, (2 — V3)i] = Z_)(lz_\/g)i( ) {(z —21)(z — Zz)} :

1 1
2—V3)Yi— (2+v3)i  2v3i

con lo cual

I = (—2)2miRes[f, 1] = (—2)(2mi) <_2\}§i)

_27T

V3

Ejemplo 17.3. Calcule el valor de la integral

27 n ,ind
(1+2cosf)"e
I= dé.
/0 5 —4cosf

Solucion. Con las féormulas correspondientes

241 - d
cosf = = * , z=¢", d6’:,—z, |z| =1,
2z ¥
sera ) )
1 2z —5 2
1+QCOS¢9:72 T y 5—4(:089:——2 s .
z z
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Asi

(2242+1)" _p
———2"d
j2/=1

2225242 iz
1 2 nr
_ ! / (FAatD)"
1222 —-52+4+2
1 2 nr
N B G b
20 Jjy=1 (2= 2)(2 = 3)
El punto z; = % estd adentro, en la region interior a |z| = 1y el punto 2z, = 2 esta afuera.

Calculamos

De aqui

. o0 dx
Ejemplo 17.4. Calcular I = /_Oo (21 9) (2 + 12

Solucién. La funcién f(z) = m es meromorfa en el semiplano superior con
polos z = 3i (polo simple) y z = i (polo doble). Ademés, f(z) = O(%) = O(%), con

p =06 > 1y f es continua en el eje real. Aplicando el teorema correspondiente es [ =

2mi[Res(f,31) + Res(f,4)]. Calculamos

. Z. 1
Res(f, 31) _211_{1311 [(z+3i)(22+1)2} 6 - 642

d 1 31
Res(f, i) = lfm — ———
es(fod) = lim [(z2+9)(z+¢)2] 128
Luego,

3|11 bm

[ =2nmi 2=

i {6-64 * 128} i 96

Ejemplo 17.5. Calcular /_OO %dx.
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Solucion. Para aplicar el teorema correspondiente, calculamos I = / eidx,
oo (22 4)?
m = 1.
Vemos que f(z) = m es del orden de f(z) = O(Z%). f es meromorfa en el semiplano

superior, con polo doble en z = 2¢ y continua en el eje real. Calculamos

iz o; , d eiz 3 _—
Reslf(2), ¢ 2] = lim 72 [W} A

- 3
Luego, I = 2mi Res[(f(z)e**, 2i] = %e‘? Tomando parte real es

> cosz 37
— _dz = Il= —=e2
/_OO w25 oz @ = Relll = 35¢
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